Vzorové riesené priklady diferencidlnych rovnic pre ap-
likovanych informatikov k pisomke 23.5.2006

Priklad ¢.0

Priklad ¢.1

Néjdite vseobecné riesenie rovnice
/
y = arccos x

RieSenie: Priama integracia rovnice podla z. Dostaneme y = f arccos xdr a s vy-
wzitim (arccosz) = 1/4/1 — 22 spravime per partes [ 1.arccoszdr = xarccosz —
f x/ﬂdw = zarccos z + V1 — 22 + ¢, kde posledny integral sa poéita substiti-
ciou v/1 — 2. Takze vSeobecné rieSenie je:

y =xarccosxr +V1—a2+c

Najdite vSeobecné rieSenie rovnice
/
yry =1

Riesenie: Vyjadrenim 3’ = 1/zy si nepomozeme, lebo kedZe na pravej strane nam
vystupi neznama funkcia y, nevieme ju zintegrovat podla x ako v minulom priklade.
Ale pomoZze metoda separacie premennych. Ked na lavi stranu nahddzeme ¢leny
¢o obsahuju iba y, na pravu ¢o obsahuju iba z, dostaneme y'y = 1/x. Ak sa toto
pokisime zintegrovat podla z, dostaneme [ y'yde = [1/zdz = In|z| + c. Na lavej
strane nam sice vystupuje integral neznamej funkcie y, ale vieme ho vyriesit, a to
substiticiou tou neznamou funkciou y, lebo [yy'dr = [ ydy = y*/2 + c. Druhykrat
sa nam objavilo pismeno ¢ oznacujice integra¢na konstantu. Ked si ho prehodime

na pravu stranu a rovnicu prenasobime 2 a odmocnime, dostaneme riesenie:
y=++/2(In|z| +¢)

Poznédmka: Ak ma niekto problémy s pocitanim s integra¢nymi konstantami, kon-
krétne ak sa mu pri prehadzovani na druhi stranu vykratili, odporuca sa oznacovat si
kazdu integracna konstantu inak. Napriklad [1/xdx =In|z|+c¢,, [ydy =y*/2+¢,

a vysledok potom bude platit pre ¢ = ¢, — ¢,.



Priklad ¢.2

Priklad ¢.3

Najdite rieSenie rovnice
y = e(@=y)

pri pociato¢nej podmienke
y(0) =1

Riegenie: KedZe vlastne v obidvoch predchadzajucich prikladoch sme integrovali
rovnicu ¢o bola v separovanom tvare, na lavej strane iba veci od y, na pravej iba
od z, zatneme aj teraz upravou na tvar y'e? = e* zintegrovanim rovnice podla x
dostavame [ eVy'dx = [eVdy = eV + ¢ = e” + ¢, odkial si vyjadrime y = In(e” + ¢)
a mame vSeobecné riesenie. Aby rieSenie vyhovovalo pociatoc¢nej podmienke, musi
platit pre z = 0 ay = 1, tak to dosadime, dostaneme 1 = In(e’+c) = In(1+c). Odtial

si vyjadrime ¢ = e — 1, a preto rieSenie rovnice spliiajice podiatoént podmienku je:
y=In(e"+e—1)

Néjdite vseobecné riesenie rovnice
y + 4y = cosx

Tu uz so separaciou premennych nepochodime, lebo finta so substitiiciou y funguje
iba vtedy ked méame integral z nejakej funkcie y prenasobenej y'. Ale pomo6zu me-
tody rieSenia linearnych rovnic. Podla nich sa mame najprv pozriet na homogénnu
rovnicu i’ + 4y = 0, teda rovnicu bez pravej strany, a pri nej uvidiet jedno z rieSeni

4 Presnejsie povedané, homogénna lineédrna rovni ca je taka, Ze vietky jej

y=e
¢leny st priamo tmerné niektorej derivacii y (samotné y je nulta derivacia y). Toto
rieSenie sa da najst tak, ze si ¢len 4y prehodime na druhu stranu a potom nim pre-
delime, ¢m dostaneme y'/4y = —1, ¢o uZ je rovnica ktora sa da zintegrovat podla
x. Osvedceny sposob hadania rieSenia homogénnej linearnej rovnice je predpokladat,

A a nezname &slo A urdit dosadenim do rovnice.

7e rieSenie bude mat tvar y = e
Y+ 4y = e’ + 4eM = (A + 4)e? = 0, ale kedZe e’ je vZdy nenulové, rovnica
moze platit iba ak A+4 = 0. Takze tak ¢i onak, nasli sme jedno rieSenie homogénne;j
rovnice, a teda vSeobecné riesenie homogénnej rovnice bude y = ce™**. Ako nam to

pomdze pri rieSeni nehomogénnej rovnice? Pomoéze ndm to tak, Ze pouzijeme me-



Priklad ¢.4

Priklad ¢.5

todu varidcie konstant, ktora hovori, ze ak homogénnu rovnicu riesi funkcia, ktora
obsahuje konstantu ¢, tak nehomogénnu rovnicu bude riesit taky isty vyraz, kde ale
¢ bude funkcia. Tak skisme dosadit y = c(x)e** do nasej rovnice y' + 4y = cosx
a dostaneme ¢ (x)e™* — 4c(x)e ™ + de(z)e™* = d(z)e™* = cosz. Metoda ndm
zarudila Ze Cleny obsahujtce nederivované c(z) sa nam vykratili, a tak nam staci vy-
jadrit si ¢(z) = (cosx)e”, zintegrovat [(cosz)e**dx = (sinz)e® —4 [(sinz)e**dx =
(sinz)e*® +4(cosz)e® —16 [(cosz)e**dr ¢im zistime c(z) = [(cosz)e**dr = (sinz+
4dcosr)e’® /1T + c a teda y = c(x)e ™ = (sinz + 4cosz)/17 + ce . A tak mame
vysledok:
y = (sinx +4cosx)/17 + ce™**

Néjdite rieSenie rovnice

y —2y =14

pri pociato¢nej podmienke
y(=1) =1

Riesenie: Ti vnimavejsi si vSimnu, Ze upravou na tvar y'/(4 4+ 2y) = 1 mozno ulohu
riesit ako tlohu na metodu separacie premennych, ale my ostatni postupujeme ako
v predchadzajicom priklade. Homogénnu rovnicu 3 — 2y = 0 rie§i y = e pre
A = 2. Dosadenim y = c¢(z)e* do nehomogénnej rovnice dostaneme ¢'(z) = 4e™*
¢oho rieSenim je c(x) = —2e7?* + ¢ a to nam da vSeobecné riesenie y = —2 + ce?®.
Pociatocné podmienky hovoria Ze to ma platit prex = —lay=1. Z1 = -2+ ce 2

vyplyva ¢ = 3¢? a preto rieSenie nasej tlohy je:

y = —2 + 322

Néjdite vSeobecné rieSenie rovnice
y'— Ay’ +4y=0

Riesenie: Mame tu homogénnu linearnu rovnicu druhého radu. Takze sktsime dosa-
dit y = e a dostaneme rovnicu A2 —4\+4 = 0, ktord ma iba jeden koreir A = 2. To
je zl6. Ak by sme mali dva rozne korene \; a o, vedeli by sme, 7e y = c1eM® + coe?2®

je rieSenie, a kedZe uz obsahuje dve (integracné) konstanty, tak je to vSeobecné rie-



Priklad ¢.6

Priklad ¢&.7

Senie. 'V naSom pripade pomoze iba dalsi kus tedrie, ktory hovori, Ze v pripade

Az 2)\xa

viacnasobného koreiia, nie len y = e**, ale aj y = xe*® (a pripadne aj y = 2%

tak dalej, podla nésobnosti) je rieSsenim. CiZe v8eobecné rieSenie nasej rovnice je:

2x

y = (c1x + co)e

Néjdite rieSenie rovnice
y' =2y —3y=0

pri okrajovych podmienkach

RieSenie: Zas homogénna linedrna ronvica, ¢ize skusime y = e*®, dostaneme \? —
2\ — 3 = 0, ¢o ma dva korene, 3 a —1 ¢ize vieme, Ze vSeobecné riesenie bude y =
c1€%® 4 coe™®. Dosadenim ¢ = 0 a y = e dostaneme e = ¢; + ¢y, dosadenim z = 1
a y = 1 dostaneme 1 = c¢;e3 + cpe!. Tuto sustavu vyriesime a zistime, Ze ¢; = 0 a

cy = e, preto rieSenie je:

Najdite rieSenie rovnice

pri pociato¢nych podmienkach

Riesenie: Zas linedrna homogénna rovnica, skiisime y = **, dostaneme 2+A—\? = 0,
¢o mé dva korene, 2 a —1 ¢iZe vieme, Ze vieobecné rieSenie bude y = ¢,e** + coe” 7.
Dosadenim = = 0 a y = 2 dostaneme 2 = ¢; + ¢5. V druhej podmienke vystupuje ¢/,
takZe si derivovanim vSeobecného riesenia odvodime i = 2¢;e** — coe™ a dosadenim
x=0ay =1 dostaneme 1 = 2¢; — ¢y. Tuto sustavu vyrieSime a zistime, ze ¢; = 1
a co = 1, preto rieSenie je:

y = 62x+671



