Vzorové priklady k linedrnej algebre a geometrie pre ap-

likovanych informatikov k pisomke 23.5.2006 Nezabudnite si pozriet
aj Diferencialne rovnice.

1.

(M.Klein)Rieste sustavy Az =b...(A|b) (ak sustavy majui vela rieseni, zapiste ich vsetky
parametricky):

1 0 1 —-1|1 1 2 1 -1]|1
2 1 3 2 ]-1 -2 -4 -3 5 |2
-1 -1 -2 1 |-1 || -1 =2 =2 4 |3
3 1 4 1 ]-5 1 2 0 215

Pre kontrolu medzivysledok:najjednoduchsie ekvivalentné sustavy si

N 1 2 0 —4|-3
Lops f, 1 3| 4
1| -2

(P.Presnajder) Uvazujte symetricki maticu

(1),

— —
- Né&jdite vlastné hodnoty a vlastné vektory fi, fs.

10
1

- Zistite uhol «, ktory zvieraju vlastné vektory.

(M.Klein)Nech je dany bod A = [2,3]s v ortogonalnom (z L y) siradnicovom systéme
S s osami x,y. Najdite sturadnice bodu A v stradnicovom systéme S’ s osami x’,y’. Sur.
systém S’ ktory ma rovnobezné osi s osami sur. systému S (2’ || 2,9’ || v), ale posunuty
pociatok do bodu [1,4]s=[0, 0]s.

Néjdite prevodové vztahy pre vSeobecny bod: [2/,y']s = [?,7]s, [z, y]s = [7, ?]s
Poznamka 1: tato transformaécia suradnic sa nazyva translécia.

Poznamka 2: Vsimnite si, ze hovorime o jednom bode a viacerych stradniciach toho istého
bodu.

Poznamka 3: Zamenu sturadnic v pripade, Ze skimany objekt(bod, priamka, teleso,. .. ) sa
nezmeni (¢o je tento pripad) a popisna ststava sa zmeni nazyvame ako pasivna zamena
stradnic,pasivna trasformacia alebo zdmena/transformécia v pasivnom zmysle.
Poznamka 4: Zamenu sturadnic v pripade, Ze skiimany objekt(bod, priamka, teleso,...)
sa zmeni (¢o nie je tento pripad) a popisna stustava sa nezmeni oznac¢ujeme ako aktivna
zamena (zmena) suradnic, aktivna trasformacia alebo zamena/transformacia v aktivnom
zmysle.

.V stradnicovom systéme S mate kuzelosecku:

42* + 8zy + 8y* = 8 (1)

Zapiste t1 istti ktizelosecku v stradnicovom systéme S’ = S+ (5, 7)%, teda [0, 0]sr = [5, 7]
(V&imnite si vznik linearnych ¢lenov.) Navod: Pouzite vztahy z predoslej tlohy a
dosad'te ich do kuzelosecky.

.V stiradnicovom systéme S mate kiizelosecku 422 + 8xy + 8y? + 8z + 8y = 32 Nijdite

taky suradnicovy systém S’ (teda jeho posunutie oproti S), v ktorom nebude mat tato
kuzelosecka linearne ¢leny. Aku tlohu teraz plni poéiatok stradnicového systému S’ (teda

bod [0,0]g/)?



6. Nech je dany bod A = [5,2]% v ortogonalnom (z L y) stiradnicovom systéme S s osami
x,y a bazovymi vektormi e; = (1,0)%, e = (0,1)5. Bodu A moézeme teda napisat ako
vektor A = 2] + 3e;. f)alej majme stradnicovy systém S’ s neortogonélnymi osami
x,y’ v smeroch bazovych vektorov f; = (1,0), fo = (1,1). N&jdite stradnice bodu A v
systéme S’. (Inak povedané rozlozte vektor A do bazy {ﬁ, E}) RieSenie: nakreslite si
situdciu na obrazok. Bodom A vedieme jednu priamku p; rovnobezni s vektorom 71) a
druhtd priamku rovnobeznu s vektorom 72) (Hovorime, Ze vedieme rovnobezné priemety.)
Najdeme priesec¢niky tychto prlamok s osami B =p; Ny, C’ p2N Na'. Bod B lezi na OSI
y', ktoré je v smere vektora fg, teda polohovy vektor B = B =0B I f2 alebo B = afl
Dostali sme druhu stradnicu bodu A v systéme S’. (Konkrétne aw = 2) Podobne pre prva
siuradnicu dostaneme 3 = 3.

— —
Takze A = [ ]5 = [3, 2]5/ = 3f1 + 2f2
Vseobecne dostavame: [z,y|s = [v — y,yls =: [2/, V]

()G 6)

Poznamka 1: Hovorime aj, Ze sme presli do inej bazy ,alebo, ze sme bod A vyjadrili v
inej baze. (teraz neortogonalnej)

Poznamka 2: Na chvilu uvazujme vysSie uvedent maticu transformécie T ako maticu v
aktivnom zmysle (pozri poznamky v priklade 3) v danej jedinej baze {e7, €5 }, Vidime,ze
body [0,1] a [0,2] maju vzajomna vzdialenost 1. Po zobrazeni maticou T dostaneme
body [~1,1] a [~2, 2], ktoré majt uz vzdialenost vzdialenost /2. Vidime, Ze transformacia
nezachovava vzdialenosti dvoch bodov. Podobne keby sme zobrazili cely trojuholnik touto
transformaciou, tak by sa vo vSeobecnosti nazachovali nielen velkosti stran ale ani pomery
stran. Teda nezachovali by sa proporcie trojuholnika. Aspon jeden uhol v trojuholniku
by sa musel zmenit. Teda zobrazenie T nam nezachovava ani uhly. Kazdé zobrazenie,
ktoré nezachovava vzdialenosti a uhly sa nazyva neortogonalne zobrazenie.

Poznamka 3: Pozri aj priklad 15

7. (M.Klein)Nech je dany bod A = [2,3]s v ortogonalnom (z L y) stradnicovom systéme
S s osami x,y. Dalej majme iny ortogonalny stradnicovy systém S’ (osi &' L '), ktory
ma rovnaky podciatok [0, 0]s=]0, 0]s, ale osi ststavy S’ a S nie st rovnhobezné: £(z, ') =
£L(y,y) = a=m/4. (Systém S’ je zrotovany v porovnani so systémom S o uhol « proti
smeru hodinovych ruciciek.)

e Najdite suradnice A = [?,7]s toho istého bodu A v systéme S’

e Najdite prevodové vztahy pre vieobecny bod a pre vSeobecné a: [z, y/]g = [?, 7]s, [z, y]s =

[7,?]s Zapiste prevodové vztahy maticovo: X' = R,.X, kde X'=(x"y’) a X=(x,y).
Napiste maticu R,
— T — T 4 i 2 e
e Nech ef = (1,0)5,es = (0,1)g je baza vo vektorovom priestore R* a nech f; =
(1,0)s, fo = (0,1)s je ind baza v tom istom vektorovom priestore. NapiSte prevo-
dové vztahy medzi vektormi oboch baz.

Navod: Nakreslite si obrazok a z obrazka ur¢te najprv body [1,0]s = [7 7] 5, [0,1]s =
[7,7]s. Z linearity potom pre Iubovolné [z,yls = z[1,0]s + y[0,1]s ', Rovnako
postupujete aj pri opa¢nom vztahu: [1,0]s =...[?,7]s

Viysledok jedngm smerom: 7 obréazka priamo: [1,0]s = [cos(a), —sin(a)]s a [0,1]g =
[sin(a), cos(a)]sr a teda
[z,y]s = [z cos[a] + ysin[a], —zsin(a) + y cos(a)]s =: [,y ]s



10.

11.

12.

13.

Poznamka 1: Matica , ktora viaze stiradnice tych istych objektov v oboch stradnicovych
systémoch S,S’ sa nazéva matica prechodu.

Poznéamka 2: Tato transformacia siradnic a béz sa nazyva rotacia.

Poznamka 3: Matica prechodu R, sa nazyva matica rotacie o uhol «

Poznamka 4: Vsimnite si, Ze v dvojrozmernom pripade rotécia je dana len uhlom rotacie
a ale vo viacrozmernych pripadoch (napr 3D priestor), musi byt rotacia dana aj rovinou
v ktorej rotujeme. (V 3D pripade namiesto roviny uvadzame vicsinou os , okolo ktorej
rotujeme. Této os je kolmé na rovinu rotacie.)

Poznamka 5: Porovnajte s prikladom 6: Tu sa pri rotacii lTubovolnych dvoch bodov o ten
isty uhol a v aktivnom zmysle sa ich vzdialenost nemeni a teda pri rotacii trojuholnika
sa nemeni, ziadna strana, teda ani uhly v trojuholniku.

Majme kuzelosecku 42 + 9y? = 36 v ststave S (je to elipsa, aké ma hlavné a vedlajsie
poloosi?). Napiste rovnicu tej istej kuzelosecky v sustave S’ zrotovanej o uhol a =
45° (sin(45°) = cos(45°) = @) V&imnite si vznik zmieSanych ¢lenov typu nieco.x.y.
Vysledok: [4 + 5sin?(a)]z" + [10sin(a) cos(a)]z'y’ + [4 + 5 cos?(a)]y’”* = 36 teda vysledok
je typu az’? + b’y + cy’® = 36, a ma zmiesany len ba'y’.

Majme ktiZzelosecku 2922 + 24zy + 36y? = 180 v stistave S . NapiSte rovnicu tej istej
kuazelosecky v sustave S’ zrotovanej o taky uhol «, aby zanikol zmieSany ¢len. Najdite
uhol «

Vysledok: o = —arcsin(3/4); 42’> + 9y = 36

. Ukéizte , 7e pre kazda stvorcovii maticu Q plati toto: Ak méa Q stlpce navzajom kolmé
a normované na 1 ( teda velkosti vektorov utvorenych zo stlpcov matice Q st jednotkoveé
a ) tak QT = Q7! Ukaizte to aspoil pre matice 2x2.

Poznamka 1: Vseobecné transformdcie suradnic ktoré, su popisané takymito maticami
sa nazyvaji ortogondlne transformdcie a matice sa nazdvaji ortogondlne matice. To siu
také trasnformdcie suradnic, ktoré zachovdvaji vzdialenosti a uhly. Ortogondlne matice
znacime vicsinou O. Determinant ortogondlnych matic moze byt len det(O) = det(Q) =
+1

Poznamka 2:Determinant det(0) = —1 znamend, Ze transformdcia O popisuje preklopenie.
Poznamka 3: Determinant det(0) = +1 znamend, Ze matica O popisuje rotdciu v nejakej
rovine. (okolo nejakej osi v 3D). Matica sa potom nazgva Specidlna ortogondlna matica.

Ukazte, ze suc¢in O = 0,0, dvoch a viacerych Specidlnych ortogonalnych matic je $pe-
cialna ortogonéalna matica.

Teda ukazte implikaciu:

OTO, =TI NOYOy =T ANdet(Oy) = 1 Adet(Oy) =1 = OTO =1 Ndet(O) = 1

Dosledok: Skladanim rotacii v hocijakom poradi v hocijakych rovinach (alebo okolo osi)
a o hocijaky uhol dostdvame tzv. Specidlne ortogonalne transformacie , ktoré tvoria
tzv. Specialnu ortogonalnu grupu. OTO = I, det(O) = 1. Rota¢né matice st podgru-
pou ortogonélnych matic. Skladanie rotacii je reprezentované prave stcinom rotacnych
matic:R = Ry.Rs...Ry K celkovej rotacii zlozenej z ostatnych sa da tiez najst 1 rovina, v
ktorej sa efektivne deje tato rotacia R. Néjst tuto rovinu (prip. os v 3D) je zlozité.

Spojte vysledky predoslych 2 prikladov a prikladu ¢. 7 a dedukujte, Ze pre maticu rotacie
v 2D: RZ: =R'=R_,

Diagonalizujte kvadraticka formu ortogonalnou transforméciou. ( Néjdite maticu pre-
chodu do iného stradnicového systému, ktora zjednodusuje tvar kvadratickej formy a



14.

15.

16.

zachovava vzdialenosti a uhly(pozri priklad 2)):

s-(17)

Néavod: Z vysledku predosleho prikladu 10 dedukujte, Ze vlastna (=jordanova) diagonali-
zécia (‘alebo rozklad) symetrickej matice S = PDP~! a diagonalizacia matice kvadratickej
formy S = PDPT su totozné v pripade pouZitia vhodnej rotacie P = R, pre nejaké a.
Dosledok:Matica prechodu, ktora nam zjednodusi (=diagonalizuje) kvadratic-
ki formu a zaroven zachova uhly a vzdialenosti je dana rota¢nou maticou R,
ktorej stipce st1 utvorené z vlastnych vektorov matice kvadratickej formy S.
Désledok 2: Vlastné vektory st osi kuZel'osediek.

Poznamka:Pozri aj priklad 16.

(M.Klein)Nech je dand mnozina bodov E = {X = (x,y); 42*+ 8zy +8y*+ 62+ 6y = 128}
a body A[—1,0],B][1,1]. Najdite prienik mnoziny E s priamkou AB.

V istej fabrike vyrabaju slivkovy dzem (lekvar) (nech jeden liter je oznaceny vektorom
CE)) a marhulovy dzem (nech jeden liter je d_z;) za pouZzitia konzervacnej prisady citronu
(nech jeden liter je ¢). Potom vyrabaju aj ich zmesi v jednolitrovych poharoch. Zmes
v objemovom pomere 60% marhulového, 37% slivkového a 3% citronu predavaja pod
nazvom mamickina pochitka (vektor 7i). Zmes v pomere 40% marhulového 55% slivko-

vého a 5% citronu vyrabaji pod nazvom babickina pochitka (?) Zmes v pomere 10%

marhulového 50% slivkového a 40% citronu predavaji pod nézvom svokrina pochitka. s

Otazka znie kol'ko kusov akej lahodky sa da urobit zo 165 litrov marhulového dZzemu,160

litrov slivkového za pouzitia 45 litrov citronovej Stavy, ked rﬂnéme Zﬂiné straty. Inak

povedané: Najdite vyjadrenie vektora (160, 165,45)s = 160dz; + 165dzy + 45¢ v baze
—

{mi, b,s’} stradnicového systému S’.

Poznamka 1:Pre pestovatelov ovocia st prirodzené jednotky kusy, kila alebo objem. Vzali

sme objem. Pre distributora pochutok lekvaru do obchodov je prirodzena jednotka 1 kus

tovaru. Zamena bazy je teda tplne prirodzena vec, v danej firme dokonca nutna vec.

Poznamka 2: Hypotetickd otéazka:Ako treba namiesat vSetky tri pochitky aby sme dostali

naspét len marhulovy dzem?

Poznamka 3: Jedna sa zrejme o neortogonalnu transforméciu stradnic.

Lagrangeovou metodou diagonalizujte kvadraticka formu a uréte typ kuzelosecky.
22 — 5y° 4+ 22° 4+ day + 6x2 + 2yz = 60 (2)

Pozor.: Lagrangeovou metdédou nedostavate ortogonélnu transformaciu, takze sa menia
dlzky a uhly a neviete zistit z vysledného tvaru realne parametre povodnej kuzelosecky.
(napr. poloosi elipsoidu alebo elipsy) Viete aspon podla signatary ur¢it typ kazelosecky.



