Vzorové priklady k linedArnej algebre a geometrie pre
aplikovanych informatikov k pisomke 23.5.2006

Priklad ¢.1 Rieste sustavu Bx =r « (B|r)

02 3 4 2 -1 0234 2 -1]|3
0 4 6 8 0 -8|2 | —2I 0000 —4 —6|—4 | :(=2)
0 6 9 12 6 -3|9 | —3I 0000 0 60

(Blr) = -
0 -2 -3 —4 -2 1 |-3 | +I 0000 0 010
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Riesenie: Uloha je na precvienie rieSenia tzv. singularnej stustavy (det(B) = 0), ¢o
uz sice méate vediet riesit, ale kedZe to potrebujete pri hladani vlastnych vektorov v
dalsich tlohach, tak to este raz uvedieme. Skutocnost, ze det(B) = 0 nemusite alebo
mozete vediet na zaciatku, postup je rovnaky. To, Ze sa jedna o singularnu sistavu
zbadate po niekolkych upravach, ked na Tavej strane dostanete aspon jeden riadok
nulovy V tomto semestri sme uz mali spomenutd nasledujticu vetu:

V1:Veta o pocte riesent lin. siustavy

Pre lubovolnii(=kaZdi) pravi stranu r sustavy rovnic (=maticovej rovnice) Bx = r
md sistava prave jedno rieienie (t.j. ewistuje prdve jeden vektor x, ktory splia
rovnicu Bx = r), prdve vtedy ked det(B) # 0. Nemd Ziadne riesenie alebo md
nekonecne vela riesent prave vtedy ked det(B)=0.

Ak po uplnom zjednoduSeni matice ekvivalentnymi tpravami ku kazdému nulovému
riadku na Tavej strane je prislusny element na pravej strane nulovy, tak ststava mé
nekonecéne vela rieSeni. Ak k nejakému nulovému riadku na lavej strane prislicha
nenulovy element na pravej strane,tak stustava nema rieSenie. Nasa stistava bude mat

zrejme nekonecne vela rieSeni.Nulové riadky mozeme vynechat a sustavu prepisat

takto:
1
; ) )

Ak (stlpcovy) vektor rieSenia x zapiSeme v zlozkach ako x = (xy, xe, z3, 4, T5, :L'ﬁ)T
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tak sa predoslim zépisom mysli toto:
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Teraz v kazdom (nenulovom) riadku najdeme zlava prvy nenulovy element a zistime,
stlpce v ktorom sa tieto prvé nenulové elementy nachadzaju. U nas si to stipce 2 a 5.
Z toho usudime, Ze elementy vektora x: x5 a x5 budu tzv. zavislé parametre alebo
iny ndzov zviazané parametre. Zvysné elementy vektora x: x, x3, x4, xg budi tzv.
nezavislé parametre alebo iny nédzov volné parametre.

balej prepiseme sustavu do nematicového (stredoskolského) tvaru:

0x1 4+ 229 4+ 323+ 4x4 + 05 — 4z = 1
2$5+3$6 = 2

Teraz nam stadi vyjadrit z tohto tvaru zviazané parametre (o, x5) pomocou volnych

parametrov (zq, T3, T4, Tg):

1
T = 5(1 — 31’3 — 4!13'4 — 41’6)

1
Ty5 = 5(2 — 35(76)

To znamena Ze viem poskladat uz cely vektor rieSenia x len z voI'nych parametrov.

Zviazané parametre vo vektore nahradim predoslymi vyjadreniami:

T x1
i) %(1 — 0.1’1 + 31’3 — 4!13'4 — 41’6)
v = XT3 _ T3 (3)
Ty Ty
x5 (2 — 3xg)
Tg Te



0 1 0 0 0
: 0 3/2 —2 —2
0 0 1 0 0
T = + 2 + 3 + x4 + Tg (4)
0 0 0 1 0
1 0 0 0 —3/2
0 0 0 0 1

Pre kazda Stvoricu (xq,x3, x4, x¢) volnych parametrov dostédvame jedno rieSenie x
singularnej sustavy. Pre dve rozne Stvorice dostdvame dve rozne rieSenia sustavy.
Dostéavame teda nekone¢ne vela rieSeni sustavy, pretoZe mame nekoneéne vela moz-
nosti ako moézeme vyberat Stvoricu volnych parametrov. Toto rieSenie mozeme zapi-
sat pomocou tzv. linedrneho obalu vektorov.

Definicia: Linedrny obal k vektorov {T1, T3, ..., Tx} je mnoZina obsahufica nekonec-
ne vela vektorov, znaci sa takto [Ty, 75, ...,Tx| a je to mnoZina vietkyjch linedrnych
kombindcit uvedenych vektorov. Jedna linedrna kombindcia vektorov {xq,zs, x3} je
napriklad vektor @ = 2T — 575 + Tx3. Formdlne zapisand definicia je teda: Ak
prislusné vektory T; si z vektorového priestoru V potom linedrny obal je:

@1, %3, 1t = {7 € V,Hcr, 0,01} €ERY, e T =S8 iz}

Linedrny obal je vektorovy/linedrny priestor. To znamend pre kazdé 2 vektory
u a us v linedrnom obale uy, us € [37{,:?5, ,x_;] bude aj ich kaZda linedrna kom-
bindcia Yo, 3 € R v tomto obale: auy + Buy € [v1, 19, ..., vx] Dimenzia linedrneho
obalu je pocet linedrne nezdvislych vektorov, uvedengch v zdpise tohto obalu. Ten isty

linearny obal sa dad zapisat viacerymi sposobmi. Pozri koniec tohto prikladu:

Vratme sa k zapisu rieSenia stustavy pomocou linearneho obalu.

0 (1 0 0 0 \]
: 0 3/2 —2 —2
0 0 1 0 0
x E + b b b (5)
0 0 0 1 0
1 0 0 0 _3/2
0 0 0 0 1

Samozrejme, aby sme sa zbavili vo vysledku zlomkov, tak moézeme v lin. obale

namiesto vektorov brat aj ich Tubovolné lindrne kombinacie,(napr. aj nésobky).



Dostavame stale rovnakt mnoZinu rieSeni:

0 1 0 0 0
3 0 3 —2 4
0 0 2 0 0
x € + , , , (6)
0 0 0 1 0
1 0 0 0 3
0 0 0 0 —2

Dostali sme teda riegenie v tvare 7 € w +U kde U je nejaky vektor(vold sa aditivny)
a U je linearny obal nejakych vektorov (vektorovy/linearny priestor,mnozina vekto-
rov). Ak vektor % je nulovy tak rieSenia tvoria vektorovy priestor. T.j. pre kazdé
dve rieSenia @ = v7 a ¥ = vy povodnej ststavy je aj ich kazda linearna kombinacia
v3 = auy + [, tiez rieSenim povodnej ststavy, t.j. hovorime,ze vektorovy priestor je
uzavrety na linedrne kombinécie. Dimenzia tohto priestoru je vzdy mensia rovna ako
je dimenzia celého priestoru v ktorom pracujeme. U nas je dimenzia celého priestoru
dim(B)=6 a dimenzia vektorového priestoru rieSeni je dana poc¢tom volnych para-
metrov (u nas je to 4). Hovorime, Ze sme dostali vektorovy /linearny podpriestor
rieSeni ststavy. Ak vektor u # 0 je nenulovy(¢o je aj nas pripad) tak rieSenia
tvoria tzv. afinny podpriestor (t.j. vektorovy priestor posunuty o nenulovy aditivny
vektor u') Pre afinny (pod)priestor neplati, Ze linedrna kombinacia vektorov z afin-
ného (pod)priestoru je vektor z toho istého afinného (pod)priestoru. (Hovorime,ze
afinny (pod)priestor nie je uzavrety na linedrne kombinacie.) Pre stustavu rovnic
s pravou stranou r=0 dostavame vzdy linearny podpriestor rieSeni. Spolu linear-
ny podpriestor rieSeni a afinny podpriestor rieSeni oznacujeme len ako podpriestor
rieSeni. 7 kazdého nenulového riadku sme mali jeden zavisly parameter. ZvysSené
parametre boli nezavislé (volné). Dimenzia podpriestoru rieSeni (¢o je pocet volnych
parametrov, u nas 4) je rovna dimenzii celého priestoru (u nas 6) minus pocet nenu-
lovych riadkov matice A po uprave(teda hodnost matice A, u nas 2).Teda dimenziu
podpriestoru rieseni viete uz pomerne skoro na zaciatku riesenia.

Ked dvaja r6zni ludia rieSia (singuldrnu) sistavu (alebo neskor aj diagonalizacni
ilohu) , moZe sa stat, Ze pri viacrozmernigch podpriestoroch budi mat kaZdy iné vek-

tory v zdpise lin. obalu (a budi to nielen nenulové nasobky). Napr. Jednému vijjde



riesenie nejake;j siustavy

1
-2 |.] o0 (7)
0 2
a druhému ~ _
1 1
01,] -1 (8)
2 1

Netreba sa tym nechat zmiast, stdle este mozZu mat vsetci vyrieseni tulohu sprdavne
, pretoZe podpriestor sa da zapisat réoznymi spésobmi. To je dobre mat na pamdti
napriklad aj vtedy, ked si kontrolujete svoje vysledky s vystupmi tyjchto tloh riese-
nygmi na pocitaci. (Napr. Ten druhy podpriestor je rovnaky ako ten prvy, pretoZe
mda jeden vektor totozny a druhy vektor vznikol ako aritmeticky priemer oboch vektor
v prvom zdpise.) Napriklad ak pre n=2 v trojrozmernom priestore mdte 2 vektory
urcugice rovinu prechddzajpicu pociatkom H(t.j. je to linedrny podpriestor) a potom
ich zrotujete v tejto rovine o rovnaky uhol rovnakym smerom. Dostanete ini dvojicu
vektorov leZiacu v tej iste rovine. Obe dvojice vektorov vam urcéuji ti istd rovinu. V
oboch pripadoch ich linedrny obal generuje tu isti rovinu prechddzajicu pociatkom ale-
bo ten isty dvojrozmerny podpriestor trojrozmerného priestoru. Jednoducho plati, Ze
ten isty podpriestor k-rozmerny podpriestor n-rozmerného priestoru (0<k<=n) viete
generovat viacerymi n-ticami vektorov. Pravidlo je jednoduché: Ak nahradite lu-
bovolnyj(=kazdy) vektor v linedrnom obale linedrnou kombindciu vietkych
vektorov v lin. obale (s podmienkou, Ze koeficient pri pévodnom vektore
je nenulovy), tak sa vam generovany podpriestor nemeni. Napr. nahradime

druhy vektor:
k
[ﬁ7£'ﬁ]:[ﬁ7zczz7ﬁ)]702#o (9)
i=1

.To mozete opakovat zakaZdym pre inyg vektor. Vsimnite si dolezity Specidlny pripad,
ked vsetky c; = 0 okrem cq # 0.



Priklad ¢. 2

3 -1 —2
A=1l0 2 o0 |. (10)
4 -1 -3

e Rieste tzv. "vlastny problém"matice A. Teda inak povedané najdite vsSetky
vlastné ¢isla matice A (t.j. spektrum matice A) a k nim prislachajice vlastné

vektory pripadne podpriestory.

e Rozne ale ekvivalentné formulécie tej istej tlohy: Diagonalizujte maticu A. Pre
maticu A najdite ¢o najjednoduchsiu (t.j. je diagonalnu alebo ,taku ktora sa
najviac podobé na diagonélnu.) podobni maticu J a maticu podobnosti P. Naj-
dite tzv. Jordanov rozklad matice A = PJP~'.(nazov Jordanov je z prikladu
¢.5) Najdite vlastny rozklad matice A. Pre maticu A nejakého linedrneho zo-
brazenia f v nejakej (starej) baze najdite maticu prechodu P do novej bazy a
maticu J zobrazenia f v novej béaze, tak aby matica J bola ¢o najjednoduchsia.

(Pozri aj priklad 3, pre presnejsie vysvetlenie)

e Za pouzitia predoslych vysledkov najdite rychlo determinant matice A.

RieSenie:
(Google keywords:mathworld,eigenproblem,eigenvalue,eigenvector,eigen decomposi-
tion,Jordan decomposition)
http://mathworld.wolfram.com/Eigenvalue.html,
http://mathworld.wolfram.com /Eigenvector.html,
http:/ /mathworld.wolfram.com/EigenDecomposition.html
http:/ /mathworld.wolfram.com/JordanMatrixDecomposition.html
(pozrite si: http://distance-ed.math.tamu.edu/Math640/chapter5/node4.html)
Vlastny problém je
Al = N (11)

. kde index i ¢sluje nejaky vlastny vektor v; z mnoziny viacerych moznych a \; je
k tomuto vlastnému vektoru prislusné vlastné ¢islo.(v;, teda neznamena i-ta zloz-
ka vektora ©’) (Preco,Naco,Ako?:Vo vieobecnosti zobrazenie f : v — A.w alebo
f(v) = Aw najcastejsie (pri ndghodnom vybere vektora v) priradi nejakému vekto-
ru v vektor u=Awv, taky, Ze v }f u (su roznobezné), v Specidlnych pripadoch (=menej

castyjch pripadoch pri ndhodnom vybere) mozZe nastat, Ze si rovnobezné v || u, teda
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v || Av, takgto Specidlny vektor v nazyvame vlastny vektor (eigenvector). Posled-
nd rovnobezZnost sa zvycajne zapisuje v tvare Av = Xv., kde N\ sa nazyva vlastné
cislo(eigenvalue). Uloha hladania vlastnych cisel a vl. wektorov sa nazjva vlastny
problém(eigenproblem). ﬁalej tdto uloha sa vyskytuje v geometriv a v pocitacovej
v grafike pri hladant osi vSeobecnijch kuzeloseciek(elipsa,parabola,hyperbola) v rovine
alebo kvadrik (elipsoid,paraboloid,hyperboloid) v priestore. Dalej sa vl. vektory mozu
pouZit pri tzv. "stratovej"kompresii grafickiych ddat. Vo fyzike maji vl. vektory abso-
litne klicovy vyznam. TakZe zaujimame sa prdve o tie menej casté (pri nahodnom
vybere), ale zato vijznamné vektory. MnoZina vlastniych ¢isel sa nazyjva spektrum ma-
tice a(A). Vlastnych ¢isel je vidy menej alebo rovnako ako je dimenzia matice. Teda
v nasom pripade budi najviac 3. Ku kaZdej matici (komplexnej alebo redlnej) exis-
tuje aspon jedno vlastné c¢islo (prinajmensom komplexné). Ku kazZdému vlastnému
cislu prishicha aspomn jeden vlastny vektor. Ku kaZdému vlastnému vektoru prisli-
cha prave jedno vilastné cislo. Vsetky vlastné cisla kaZdej redlnej symetrickej matice
(dokonca aj kazZdej tzv hermitovej) si redlne (nie si komplexné, imagindrnu zlozZku
maji nulovi) a vlastné vektory, ktoré prislichaji réznym (redlnym) vlastnym cislam
st navzdjom kolmé (ortogondlne).

Hl'adanie vlastnych ¢&isel

Nech I je jednotkové Stvorcova matica (jednotky na diagonéle,inde nuly) rovnakého
rozmeru ako A. (Vieme, ze pre kazdy vektor v: v.I = [.v = v,overte si to. balej
pre kazdé ¢islo ¢ (komplexné redlne) c.A=A.c) Tak moZzeme prepisat pravi stranu
rovnice (11) : Av = I.\v, dalej prehodime prava stranu na lavi a vytiahneme v
ZA sucin. (pozor Av # vA,pretoze vektor je tiez matica, a pre matice sme mali tiez

AB # BA,musime preto vytahovat spoloény vektor za a nie pred.)
(A= XN.D)v; =0 (12)

Vyuzijeme vetu V1 z 1. tlohy: V nasom pripade B = (A — \.[)y =z ab=0 je
nulovy vektor, ale veta stale plati. Navyse kazda siustava Bx = 0 (aj nasa Bv = 0),méa
vdaka nulovej pravej strane jedno tzv. trividlne rieSenie a to x = 0 nulovy vektor.
Ano je to tak, nulovy vektor v; v rovniciach (11) a (12) trividlne spliia rovnicu pre
kazdé A\;. My sa zaujimame o nenulové vektory (tzv. netrividlne riesSenie), ktoré
to tiez splihaju. Kazdopadne aj nulové rieSenie je rieSenie v predoslej vete. Kedze

chceme este nejaké rieSenie,tak chceme/musime mat aspon 2 riegenia. KedZze predosla
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veta, priptasta len moznosti (Ziadne rieSenie,jedno rieSenie a nekone¢ne vela rieseni),
to znamena, Ze my musime mat nekonecne vela rieSeni (ak chceme mat aspon 2
rieSenia, teda aspon jedno netrivialne rieSenie.) O takomto pocte rieSeni veta hovorti,
Ze je to prave vtedy ked det(B)=0.
Teda aspon jeden netrividlny(nenulovy) vlastny vektor v; budeme mat prave vtedy
ked (&)

det(A— X\, I) =0 (13)

Polyném n-tého stupia (n = dim(A),v naSom pripade n=3)

Xa(A\) =det(A— N\. 1) (14)

sa nazyva charakteristicky polynom (charakteristickéa funkcia) matice A. Rovnica (13)
nam udava zaroven nutni a postacujicu podmienku pre najdenie vlastnych ¢isel A;.
To vyuzijeme. Vidime,ze korene charakteristického polynému st vlastné ¢isla.

Takze vlastné ¢isla matice A hl'adame ako korene charakteristického po-
lynému x4(\) akymkolvek znamym spoésobom na hladanie korenov, kde zéaroven
charakteristicky polynom hladame akymkolvek zndmym sposobom na hladanie de-
terminantu matice(tprava na trojuholnikovy tvar a sucin diagonalnych ¢lenov alebo
vyroba nul ekvivalentnymi tpravami v nejakom riadku/stlpci a rozvoj determinantu
podla toho istého riadku alebo pre n=3 kramerovo pravidlo.) V naSom pripade si

v&imnime, Ze 2.riadok mé nejako moc nul, ¢o je fajn. Rozvinme podla neho.

33— -1 —2 33 5
Xa(A) = det(A=\.T) = det 0 2—-2A 0 = (2—M\)det ( A 5 )
4 -1 —3-2) T
Xa(A) = 2=N[B =N (=3-N)+8)] = 2=\ =9+8) = (2- N\ -1)(A+1)
Hned vidime vSetky korene charakteristického polynému, teda mame vsetky vlastné

¢isla. Mame teda spektrum matice

Je dolezité si vsimnit aj nésobnost korenov ch. polynému. Tu uvazujeme len

jednonésobné korene. Odlisnosti pre viacndsobné korene sii rozobrané v priklade 4.



Komplikdciou pri urcovani determinantu, je to, Ze tam mdme parameter A\ a vsetky
doteraz naucené postupy pre determinant matice bez parametra sa tu nedaji pouzit
jednoduchym sposobom. V pripade dim(A) = 2 by ste rdtali polynom vzdy priamo. V
pripade dim(A) = 3 ak vidite nejaky riadok alebo stlpec s dvoma nulami tak rozvinie-
te podla daného m’adku/stlioca. Inak ak pozndte kramerové pravidlo pouZijete to. Pre
dim(A) >= 3 si vyberiete riadok alebo stlpec s najvicsim poctom nulovgch elemen-
tov. Ak je tam dva a viac nenulovych nediagondlnych elementov, tak podla jedného
nediagondlneho nenulového elementu(kt. nemd \) a pouZitim elementdrnych uprav
pre determinanty "vyrobite "nuly v zvysnijch miestach (okrem diagondlneho) daného
stl})ca/riadku. Rozviniete podla daného riadka/stl})ca. Dostanete vyraz s 2 determi-
nantmi s mensou dimenziou. Pri hladant koretiov: Polynom nepdrneho stuptia (napr.
pre dim(A)=3) pre lubovolni maticu (aj nesymetricki) md vZdy aspon jeden redlny
koren (vid zdkladnd veta algebry.), ch. polynom symetrickej matice md len redlne
korene. MozZeme hddat korene. (postupne z mnoZiny 0,1,-1,2,-2) Ak uhddnete 1 koreti
napr. A\ = 7, tak moéZete zniZit stupen polynomu o 1 algoritmom "delenie polynomu
polynomom " (ako,to tu uZ nebudem pisat) ,co ulahci dalsie hladanie korefiov.
(Nepovinné,len pre labuznikov)Je esSte jeden postup, ako sa dd vyhnit rdtaniu deter-
minantu s parametrom A\, aj ked na tkor toho, Ze rdtame jednu sustavu navySe a
ratame viac ciselnych (bezparametrickych) determinantov. Viete Ze stuperi charakte-
ristického polynomu je rovnaky ako dimenzia matice. Napr. pre n=3 predpokladdte
jeho tvar s tzv "neurcitymi koeficientami”. x(A\) = (=1)3A3 4+ aA? + bA + ¢ Do matice
B = A — \.I dosadime postupne tri rozne hodnoty \ (napr. 0,1,-1) a dostaneme tri
rozne matice, ktoré si uZ bez parametra a teda vieme rdtat ich determinant znamymsi
postupmi. Hladdme a ndjdeme teda tri determinanty, ¢o je hodnota charakteristického
polynomu (ktory eSte nepozndme) pre tri rozne hodnoty X. Potom dosadime postupne
rovnaké hodnoty do ch. polynomu s neurcitymi koeficientami a porovndme. Dostane-
me bezparametrickid linedrnu sistavu troch rovnic pre nezndme premenné a,b,c,ktori
vyriesime a tym urcime aj cely ch. polynom. Je jasné, Ze tento postup sa hodi len pre
vacsie dimenzie a najmd pre automatické rdatanie na pocitaci. Korene ch. polynomu
hladdame ako uZ bolo spomenuté vyssie.)

Hradanie vlastnych vektorov Mame uz spektrum o(A) = {—1,1,2}. Postupne
pre vSetky vlastné ¢isla zo spektra A; riesime uz skor uvedent rovnicu (12):

B;v; = (A — X\.I)v; = 0 ako maticovt rovnicu (linedrnu sustavu) pre neznamy ne-



nulovy vektor v;. (VSimnite si nulovi prava stranu ststavy.)

Pre A\ = -1
4 —1 -2
Bi=A-)XI=A+1=|0 3 0
4 -1 =2

Podla (13) determinant tejto matice je hodnota ch. polynému v bode -1: x(—1) =
det(By), ale -1 sme dostali ako koreni ch. polynému, takze det(B;) = x(—1) = 0.
Matica B; je teda singularna a stustava mé podla vety V1 z 1. prikladu nekonecne
vela rieSeni. (Ziadne rieSenie nemo6ze mat, lebo vidite,ze nulovy vektor je urcite
rieSenie, to sme uz spominali.)

Podla prikladu 1 riesime ststavu typu Bv = r, kde det(B) = 0 s nulovou pravou
stranou r=0. Z 1. prikladu vieme Ze mame dostat (linearny,nie afinny) podpriestor

rieSeni.(pozri 1. priklad pre definiciu tohto pojmu)

4 -1 =210 2 0 —1|0
Bivy=0-~0 3 o0]o|«-B,=[01 010
4 -1 =210 00 010

Vsimnime si, Ze prava strana rovnice bude po kazdej tiprave nulova a nemusime ju
pisat. Ak predpokladame vlastny vektor v tvare v; = (r,s,t) tak podla prikladu
1 bude volny parameter t a nematicovy (stredoskolsky) tvar stustavy je 2r —t =
0,1.s + 0.t = 0. PrepiSeme zavisle parametre r,s pomocou volného parametra t:
r=1/2,s = 0t. a dosadime do vlastné¢ho vektora

vy = (r,s,t) = (t/2,0t, )T =(1/2,0,1)T, kde ¢ je nezavisly (volny) parameter. Pod-
priestor riegeni ststavy Biv; = 0 je [(1,0,2)T]. teda v; € [(1/2,0,1)T] = [(1,0,2)7]
(Vlastny vektor je uréeny aZ na nasobiacu konstantu. S kazdym vlastnym vektorom
je aj jeho nenulovy nasobok vlastnym vektorom, ktory prislicha tomu istému vlastné-
mu ¢islu.) Podpriestor [(1,0,2)7] riefeni stistavy(definovany v priklade 1) Byv; = 0
sa v kontexte hladania vlastnych vektorov nazyva vlastny podpriestor. Kedze
sme tu mali len jeden voIny parameter t, tak dimenzia podpriestoru rieSeni je jedna
a hovorime o jednorozmernom vlastnom podpriestore. Viacrozmerné vlastné pod-
priestory sa vyskytuju v priklade 4. Spravne teda hladame vlastné podpriestory a
nie vlastné vektory. Pri najdeni jednorozmernych vlastnych podpriestorov, sa hovori

¢asto nepresne len o najdenych vlastnych vektoroch.
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Vlastnému cislu A\ = —1 prislicha jednorozmerny vlastny podpriestor

[(1,0,2)"] (16)
Pre Ay = 1 dostavame maticu

2 -1 =2 1 0 -1

4 —1 —4 0 0 O

Zapiseme hl'adané riesenie po zlozkach takto vy = (7, s,t) a prepiSeme ststavu Bjvy =
0 do nematicového tvaru: r —t = 0, s = 0, ak vezmeme t ako volny parameter, tak
vy = (t,0,t) =t(1,0,1)

Vlastnému c¢islu A\, = 1 prisliicha jednorozmerny vlastny podpriestor

[(1,0,1)7] (17)
Pre A3 = 2 dostavame maticu
1 -1 -2 1 0 —1
4 -1 =5 00 O

Znova zapiSeme hladané riesenie po zlozkach takto vs = (r,s,t) a sustavu Bjvg = 0
prepiSeme na nematicovy tvar: r —t = 0,s 4+t = 0, znova t ako volny parameter, a
dostavame vz = (t, —t,t) = t(1,—1,1)

Vlastnému cislu A3 = 2 prisliicha jednorozmerny vlastny podpriestor

(1, -1, 1)7] (18)

b) (Diagonalizécia)Méame najst diagonalny (vo vseobecnosti Jordanov) rozklad ma-
tice A. Definicia podobnosti:Hovorime,Ze 2 matice A,B si podobné prdve vtedy ked
existuje takd reguldrna (det(P) # 0) matica P, e A = PBP™!' Diagonalizdcia sa
nazyva hladanie takej requldrnej matice P a takej podobnej diagondlnej matice D, Ze

A = PDP7'. (Pre vseobecnii nesymetricki maticu sa to nemusi dat takto rozloZit,
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pozri priklad ¢. 5.). Hovorime, o diagondlnom rozklade matice A, alebo o vlastnom
rozklade matice A alebo najvseobecnejsie, Ze je to Specidlny pripad tzv. Jordanovho

rozkladu. (pozri priklad. ¢. 5).

Na urcenie P vyuzijeme najdené vlastné vektory. Ozna¢me diagonalnu maticu utvo-
rent z vlastnych ¢isel matice A ako D = diag(\i, Ao, A3) = diag(—1,1,2) a maticu

utvorend v zodpovedajicom poradi z vlastnych vektorov

P=(v,v5,v3)=] 0 0 —1 (19)

Potom

AP = A-('Ula 0272}3) = (Alula A'U2> AU?)) = ()‘lvly )\2'U2> )\3U3) = (’Ula'UQa U3)‘D =PD
(20)
Z toho A = PDP™!, ¢o je diagonalny rozklad matice A, ¢o je Specialny pripad tzv.

Jordanovho rozkladu, pozri priklad ¢. 5. Sta¢i ndm teda najst eSte inverzni maticu.

-1 0 1
Pl=( 2 1 -1 (21)
0O -1 O
Teda mame rozklad:
3 -1 =2 11 1 -1 00 -1 0 1
A=1 0 2 0 =10 0 -1 0 10 2 -1 (22)
4 -1 -3 21 1 0 0 2 0O -1 0

Rozklad nie je jednoznaény (nie je len jeden): diagonélna matica, modze mat pre-
hodené elementy. Matica P (ta zlava od diagonéalnej) bude mat potom prehodené

prislusné stipce a matica P~' bude mat prehodené prislugné riadky:

3 -1 -2 1 1 1 100 1 0 1
A=l0o 2 o |=|0 =1 0 0 20 0 -1 0 (23)
4 —1 -3 2 1 1 0 0 1 1 -1



Okrem toho je tam este jedna volnost na rozklad, ktora stvisi s tym, Ze kazdy stlpec
matice P (je to vlastny vektor) moze sa nahradit nejakym jeho nenulovym ¢ nésob-
kom, potom prislusny riadok inverznej matice sa musi nahradit (1/c) nasobkom.

c) Mame najst sikovne determinant matice A za pouzitia predoslych vysledkov. Ve-

ta:Determinanty podobnych matic st rovnakeé:

det(A) = det(PBP™') = det(P)det(B)det(P~') = det(P).det(B).(1/det(P)) = det(B)
(24)
Ak vezmeme za B najdenu podobnu diagonélnu maticu D a uvedomime si ze determi-
nant kazdej diagonalnej alebo trojuholnikovej matice je suc¢in diagonalnych elementov
tak mame det(A) = (—1).2.1 = —2 VSimnite si, Ze to mozeme urobit este pred tym
ako hladame vlastné vektory, hned po néjdeni vSetkych vlastnych ¢isel.(teda pri

znamom spektre matice A).

Priklad ¢. 3 (Priklad je dobry aj na ozrejmenie si zédkladnych pojmov) Nech je dany I'ubovol-
ny vektorovy priestor V s Tubovolnou dimenziou n=dim(V) a s Tubovolnou béa-
zou {e;} = {e],¢e5,...¢,} Nech v tejto baze je linedrne zobrazenie f : V — V
(¥ = f(7)) dané maticou zobrazenia A.(Vezmime pre konkrétnost n—=3 a maticu
A z prikladu 2.) Najdite taka ina bazu {E}} vektorového priestoru V, v ktorej ma
matica J zobrazenia f najjednoduchsi tvar (t.j. je diagonalna alebo najviac podobna
diagonélnej.).Najdite aj maticu J zobrazenia f v novej béze {f}

Riesenie:Struéna odpoved: V baze {v;} svojich vlastnych vektorov (v; ||
f(¥7)) ma T'ubovolné(=ka%dé) zobrazenie f : V — V najjednoduchsie ma-
ticové vyjadrenie.

Teda z tej stuénej odpovede vidime, Ze zmena matice zobrazenia pri zmene bazy je tiez
ekvivalentna s diagonalizaciou a hladanim vlastnych ¢isel a vlastnych vektorov.(Je
v8ak treba davat pozor na smer transforméacie P,Q, premysliet si to a nepomylit sa.)
Detailne preco: Ked budete mat takto zadany priklad na pisomke alebo skuske ako
je tento, tak budete robit presne to isté ¢o je robené v priklade 2 (plus malu ¢ast na
samom konci tohto prikladu) a nie to ¢o obsirne nasleduje. To ¢o nasleduje je len

vysvetlenie toho, preCo mozeme robit to, ¢o je priklade 2.

Matica A zobrazenia f uddva vztah y; = >, A;;r; medzi stradnicami {z;}, {y;}

N — —  — — S — .
roznych vektorov @ =Y. x;.e; a Yy =Y, y;.€; vrovnakej baze {e;}. V maticovom
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L. . . . — . , o~
zapise ak n-ticu stradnic vektora x" v tejto béze zapisem len ako x, tak

y = Ax (25)

Maticu prechodu Q do novej bazy definujeme takto: Nech stlpce matice Q st po-
stupne stradnice vektorov {z} v baze {€;}, kde vektory {E}} tvoria novi béazu.
Ekvivalentne to moézeme zapisat takto E) = Zj Q”e_]> Pozor na poradie indexov
matice Q, opac¢ne poradie indexov by bolo nespravne. (druhy index i méa byt stipec
matice Q a teda ;; mé byt j-ty element vektora z ) Kazdy vektor 7" vektorové-
ho priestoru V mé v dvoch roéznych béazach {?{},{E}} rozne sturadnice {z;},{z}} a

rozklad toho istého vektora do dvoch réznych baz bude:

7 = ij.?j — Zxﬁf = Z:E}(Z Qji€;) = Z(Z Qjir)e;  (26)

J

ﬁ
Vyuzili sme predoslé vyjadrenie vektora f;,zamena sim a distributivny zakon (zo

zakladnej skoly). teda

7= we =) (3 Qe (27)
J J e

V jednej baze ma kazdy vektor jednoznac¢né stiradnice (jednozna¢ny rozklad vektora

do danej bazy), teda vSetky koeficieny v dvoch réznych rozvojoch toho istého vektora

do tej istej bazy sa musia rovnat:
rj=Y Qi (28)
i
, ¢0 mozno zapisat maticovo takto
r = Q' (29)

kde z je n-tica (vektor) stradnic vektora 2 € V v starej baze {¢;} a 2’ je n-tica

N . L o . L)
2 €V v novej baze. VSimnite si, Ze mu-

(t.j. vektor) stradnic toho istého vektora
sime rozlisovat medzi (abstraktnym) vektorom 7 € V a medzi jeho maticovym (t.j.
sturadnicovym) vyjadrenim x. Symbol x mozno chapat tiez ako vektor, nie v8ak ako
prvok vektorového priestoru V ale ako prvok vektorového priestoru R™ (teda ako n-

ticu.) Casto sa pri fixnej béze tieto dve rozne vektorové priestory stotoziuju.(pretoze
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st tzv. izomorfné,t.j. zamenitelné). Pri roznych bazach(¢o je nas pripad) sa rozlic-
né maticové vyjadrenia toho istého vektora a je treba preto rozlisovat vektor a jeho
maticové vyjadrenie v nejakej baze.

Podobne aj vzfah pre maticové vyjadrenia vektora 3 v dvoch réznych bazach bude:

y=Qy (30)
Dosadime tieto dve vyjadrenia do zobrazenia Qy' = AQxz" a zlava (nie z prava) cela

rovnicu prenasobime inverznou maticou Q~', dostaneme tvar
Yy =Q rAQx = Jx’ (31)

Oznacili sme

J=Q'AQ (32)
pretoze v zadani je urc¢ené toto oznacenie a matica J ma pozadovany vyznam: Je to
matica J zobrazenia f v novej baze {f;}. Predosla rovnica udava do suvisu matice
toho istého zobrazenia f v dvoch roznych bazach a suvisi prostrednictvom matice
prechodu Q oboch béz. Ak prenasobime predogla rovnicu zlava maticou Q) a zaroven

sprava maticou QQ~! dostaneme obratenu rovnicu

A=QJQ! (33)

Teraz uz naozaj vidno, Ze tloha najst maticu prechodu Q do inej bazy, ktora zjed-
nodusi zobrazenie f je totozné s tlohou diagonalizacie matice A. Ak stipce matice
prechodu Q (podobne ako stlpce matice P v priklade 2) budu pozostavat z mati-
covho zéapisu vlastnych vektorov (v starej baze), tak matica J bude jednoducha. Ak
sa vezme matica A z prikladu 2 tak matica J=D bude dokonca diagonalna. Teda:
Novi bazu {f} budi tvorif linedrne nezévislé vlastné vektory {v;} zobrazenia f.
(7; || £(%7)) Teda budu to:(pozri vysledok prikladu 2)

F = 16 + 06 + 2e5 — & + 265 (34)
h=t+e (35)
h—ai—a+3 (36)

Matica zobrazenia f v tejto baze bude

2 -1 0
J=10 3 (37)
0 -1 2



Priklad ¢. 4 (Rovnaké zadanie ako prikl. ¢. 2 pre int maticu A)

Diagonalizujte A:

1 -1 1
A= 0 3 o0 |. (38)
—2 —1 4

X(A) = det(A— ) =det 0 3-X 0 (39)
-2 -1 4-2)

YA = B=N[A=XNA-XN)—=(=2.1]=B=XNA-5X+A2+2) (40)

xA) = B=XNA\=51+6)=B-NA-2)(\—3) (41)

Vidime,ze korene charakteristickej rovnice st 2 a 3, kde ¢islo 2 je jednoduchy koren

a 3 je dvojnésobny. Teda spektrum matice A bude:
o(A) ={2,3} (42)

Kedze ¢islo 2 je jednonasobny koreni ch. rovnice tak (podla prikladu 2) pre vlastné

¢islo 2 dostaneme ako riesenie rovice (11) alebo (12) jednorozmerny vlastny podpries-

tor:
-1 -1 1 1 0 —1
By =A—-2] = 0 1 0 A 01 0 (43)
-2 -1 2 00 O

Vezmeme vy = (1, 8,t) a t ako volny parameter, potom z poslednej matice r —t =
0,s = 0 alebo r =t,s = 0 a teda vy = ¢(1,0, 1), teda jednorozmerny vlastny pod-
priestor bude [(1,0,1)7] a vy € [(1,0,1)7] (zatial bolo vSetko presne ako v priklade
2)

Pre vlastné ¢islo 3, ktory je dvojnésobny(vseobecne k-nasobny) koren charakteris-
tickej rovnice, najvécia dimenzia, aki mdzeme mat prislusny vlastny podpriestor
prisliuchajuci vlastnému ¢islu 3 je 2 (v8eobecne k), ale moze mat aj mensiu dimenziu

ako 2 (vSeobecne mensiu ako k). Vzdy vSak bude mat nenulovi dimenziu.
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-2 -1 1
Bs=A-3I=| 0 0 0 m(l 1/2 —1/2) (44)

-2 -1 1
Podl'a prikladu 1 rieSenie tejto stustavy bude mat az 2 volné parametre. (Vo vse-
obecnosti pre int maticu mohli by sme pre dvojnasobny koren ch. polynému dostat
aj jeden volny parameter. Potom pozri priklad ¢ 5. VSeobecne ak pre k-nasobné
vlastné ¢islo dostanes menej ako k voInych parametrov, tak musis nasledovat priklad
¢.5.,pretoze potom postup v tomto priklad neplati. Ak pre k-nésobné vlastné ¢islo
méas prave k volnych parametrov tak riesis podla tohto prikladu.).tu mézeme dostat
V zlozkach vs = (r, s,t) to budu s,t Dva volné parametre podla prikladu 1 sposobia,
7e predosla sistava musi mat dvojrozmerny priestor rieSeni, ktory sa tu nazve dvoj-
rozmerny vlastny podpriestor. Najdime presne ten podpriestor: Stustava prechédza

na nematicovy tvar r = —s/2 +t/2, teda riesenie bude

vs = s(—=1/2,1,0)" +¢(1/2,0, )" = s(=1/2)(1,-2,0)" +¢(1/2)(1,0,2)
v3 = s'(1,-2,007 +#(1,0,2)

, kde sme vynali zlomky pred vektory kvoli jednoduchosti vektorov. (Kde sme zaviedli
nové parametre s’ = —s/2,¢ = t/2, hovori sa, Ze sme reparametrizovali, alebo,ze
nastala reparametrizédcia. Reparametrizacia sa robi len z estetickych dovodov a je
nepovinna. Odstranenie zlomkov sa moze urobit aj v zépise linearneho obalu, ako sa

to urobilo v priklade 1.)

1 1
vse || =2 |, o (45)
0 2

Pozor, ten isty linedrny obal moéze byt zadany aj inymi vektormi, pozri zaver pri-
kladu ¢. 1. Cheme utvorit maticu podobnosti(=prechodu) P. Do stlpcov matice
podobnosti(=prechodu) P za kazdy jednorozmerny vlastny podpriestor berieme ne-
jaky jeden vlastny vektor, za kazdy k-rozmerny vlastny podpriestor musime brat k

linedrne nezévislych vlastnych vektorov. Ak si zvolime maticu P ako

1 1 1
P=|10 -20 (46)
1 0
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Néjdeme jej inverznt maticu (je P vzdy invertibilna?preco?), potom jeden (Jorda-

nov,vlastny) rozklad matice A moze byt takyto:

1 -1 1 1 1 1 2.0 0 2 1 -1
A= 0o 3 o|l=|0 =2 0 03 0 0 —1/2 0 (47)
2 1 4 1 0 2 00 3 -1 -1/2 1

(Pozri teraz zaver 1. prikladu) Iny mozny (z nekonecne vela moznych rozkladov)
rozklad matice A vznikne, ked namiesto tychto dvoch vy = (1, —2,0)%,v3 = (1,0,2)7
linearne nezavislych vl. vektorov z vlastného podpriestoru prislichajicemu vl. &islu
3 vezmem iné dve linearne nezavisle vl. vektory z toho istého vlastného podpriestoru,
napr. druhy vektor ponecham a spravim aritmeticky priemer (ve+vs)/2 — v3 oboch.
Teda nech teraz budd zmenené vl. vektory takto vy = (1,0,2)7,v3 = (1,—1,1)T |

teda aj 2. a 3. stipec matice P bude zmeneny. Rozklad matice A bude takyto:

1 -1 1 11 1 200 2 1 -1
A= 0 3 0]=1020 -1 03 0 -1 0 1 (48)
-2 -1 4 1 2 1 00 3 0 -1 0

Ako sme uz spominali v tlohe 2, je nejednoznac¢nost aj v diagonalnej matici. Vlast-
né ¢islo 2 modze byt na druhom alebo na tretom diagonalnom mieste. (prislusne sa
prehodia aj stIpce matice P a riadky matice P~') Pri vybere vlastnych vektorov do
stlpcov matice P z viacrozmerného vlastného priestoru nam staci ich linearna neza-
vislost. Ak by sme mali namiesto nesymetrickej matice A zadani symetrick] maticu
S, (S =ST), ktord md aspon jednu viacndsobni (k-ndsobnii) vlastni hodnotu \ | tak
vlastny podpriestor prislichajici vlastnej hodnote A bude mat dimenziu presne k. (pri
nesymetrickej matice to bolo najviac k). ﬁalej vieme podla vety V2, Ze symetrickd
matica md vlastné vektory, ktoré prishichaji réznym vlastngm ¢islam navzdjom kol-
mé. Vieme uz, ze do stlpcov matice podobnosti(=prechodu) P za kaZdy jednorozmerny
vlastny podpriestor berieme nejaky jeden vlastny vektor, za kaZdy k-rozmerny vlastnij
podpriestor musime brat k linedrne nezdvislych vlastniych vektorov. Casto wvazujeme
alebo vyZadujeme len ortogondlne transformdcie PTP = I bdz a siradnic maticou
prechodu P, to su napr. rotdcie v rovine alebo rézne natocenia v priestore. Matica P
musi mat vtedy ortonormované stlpce. (L.4. ortogondlne(=kolmé) a zdroveri s velkostou

vektora 1). Aby sa ndm zachovala kolmost vietkijch stlpcov v matici P nestaci ndm
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Priklad ¢. 5

za k-rozmerny vliastny podpriestor vziat len k linedrne nezdvislych vlastnijch vektorov,
musime vziat takiych k linedrne nezdavislych vl. vektorov, ktoré su zdroven aj navzd-
jom kolmé. Na ortogonalizdciu tijchto k vlastnych vektorov maézZete (alebo musite alebo

mdte) pouzit gramm-schmidtov ortogonalizacény proces.

Diagonalizacia matice s Jordanovymi blokmi. (Rovnaké zadanie ako prikl. ¢ 2 pre
int maticu A)

Diagonalizujte maticu A:

1 -2 1
A=| 0o 3 o ]. (49)
—2 -3 4

Riesenie: Nie kaZdd nesymetrickd redlna matica sa dd diagonalizovat na diagondl-
ny tvar, tak ako sa dali vsetky matice doteraz. Uvidime, Ze tdto matica sa nedd
takto diagonalizovatl. (AvSak mdte jednoduchi pomocku: KazZdd redlna symetrickd
matica a kaZdd matica, ktord md jednondsobné korene ch. polynomu.(t.j. vlastné
¢isla) sa dd diagonalizovat. Niektoré iné nesymetrické sa tieZ daju diagonalizovat,
vid priklad ¢.3., ale to je skor uz vygnimka. Vdésina nesymetrickyjch matic sa nedd
diagonalizovat v doterajSom zmysle.) RozSiruje sa preto zmysel diagonalizdcie aj na
nediagonalizovatelné matice, ako je popisané dalej. Tdato diagonalizdcia sa nazyjva
Jordanovd diagonalizdcia alebo Jordanov rozklad. Jordanovd diagonalizdcia (alebo
Jordanov rozklad) je iplne najvseobecnejsia, pretoZe zahina vSetky doterajSie pripa-
dy.

V8:Ku kazZdej (vseobecnej) matici A (redlnej alebo komplexnej) existuje takd requldrna
matica P a takd podobnd matica J, e A= PJP~, kde J ma takyjto tvar.

Ji
Jo

J= B . (50)

Jkde J; samotné su tieZ stvorcové matice, nazyvaju sa Jordanové bloky a maji hocijaky
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(d; >= 1) rozmer d;. Ich tvar je napr. pre d; = 4 takijto:

kde \; je nejaké vlastné cislo matice A. Hovorime, Ze matica J je blokovo diagondlna.
Na diagondle md J len vlastné c¢isla, v "naddiagondlnom "riadku md len ¢isla 1 alebo
0. Vsade inde si nuly. V ramci jedného Jordanového boku mdme jedno vlastné cislo,
ale to isté vlastné cislo moze byt aj v ingych Jordanovych blokoch. Plati veta, Ze ku
kazdej matici A existuje jedind(aZ na poradie Jordanovijch blokov) podobnd(P~'AP)
matica J v tvare ako vyssie. O matici J sa hovori, Ze je to Jordanov Kanonicky Tvar
(JKT) matice A, alebo Ze matica J je v Jordanovom Kanonickom Tvare. Vsimnite
si, Ze ak kaZdy Jordanov blok J; md rozmer 1 tak matica J je diagondlna, teda do-
stavame predoslé pripady (v predoslych prikladoch). Nasobnost vlastného cisla \; ako
korena charakteristického polynomu je siucet rozmerov vsetkijch Jordanovych buniek v
ktorych sa toto vlastné cislo vyskytuje na diagondle. Pri skladani matice podobnos-
ti(prechodu) P sme doteraz potrebovali n = dim(V') = dim(A) linedrne nezdvisljch
vl. vektorov. Tu vsak ku kaZdej bunke J; prislicha len jeden vlastny vektor v; a d; — 1
tzv. "zovSeobecnenych "vlastnyjch vektorov. Kedze Jordanovijch blokov je menej ako je
rozmer matice J. (To je vtedy ak aspon jeden Jordanov blok md rozmer aspon 2) tak
vlastnijch vektorov je tu mdlo. Preto sa na skladanie matice prechodu P pouZivaji
vsetky vlastné vektory matice A a zovseobecnené vl. vektory.

V&imnite si, Ze matica A zadana v tomto priklade a matica A zadana v priklade
¢. 4 maja takmer vSetky elementy rovnaké, okrem dvoch. Tieto dve elementy spo-
sobia, Ze vznikne Jordanova bunka. Charakteristicky polyném bude rovnaky ako v
4.priklade, vzhladom na takmer uplnu zhodnost matic. (Preverte si to, ked neve-
rite. Ja som ti maticu vymyslal tak, aby to platilo a aby ste videli ten rozdiel.)
X(A) = det(A— M) = (3 —A)(A—2)(A — 3) Postupujete tu rovnako ako v priklade
¢.4. Vidime teda ze ak ch. polynémy st totozné, tak aj nésobnost korehov charak-
teristickej rovnice je rovnaka a st rovnaké aj spektra dvoch roznych matic. Vlastny
vektor jednonasobného vlastného ¢isla (tu je to vl. ¢islo 2) sa rata vzdy rovnako

ako v predoslych pripadoch. Pre tento priklad jednorozmerny vlastny podpriestor,
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ktory prislicha vl. ¢islu 2 je [(1,0,1)7]. Hladanie vlastnych vektorov prislichajticich

viacnasobnému vlastnému ¢islu sa bude odlisovat od predoslych pripadov:

2 2 10 —1/2
Bs=A-3I=| 0 0 0 m< ) (52)

01 0
-2 =31

Vidime, uZ teraz, Ze pre rieSenie vz = (r, s,t) sustavy Bvs = 0 bude volny parameter
len jeden (parameter t) a teda vlastny podpriestor bude len jednorozmerny napriek
dvojnasobnosti korena 3 v charakteristickej rovnici. (Na porovnanie v priklade ¢.4
sme mali dvojnasobny koren a az 2 volné parametre.) Stustava prepisana do nema-
ticového tvaru r — 1/2t = 0, s = 0 déva rieSenie v3 = (1/2,0, 1) a prislusny vlastny
podpriestor je teda [(1,0,2)7] Vseobecne ak pre k-nasobné vlastné ¢islo dostanete
menej ako k volnych parametrov tak vznikne aspon jeden Jordanov blok s prislus-
nym vlastnym ¢islom (u nés je to 3) s rozmerom aspoii 2. NavySe konkrétne pre
tento priklad (vdaka nizkej dimenzii matice A), vieme, Ze rozmer Jordanovej bunky
pre vlastné ¢islo 3 nemodze byt vacsi ako 2, pretoze méame este jeden jednorozmerny
vlastny podpriestor [(1,0, 1)7], ktory prislticha vlastnému &islu 2 a cely priestor ma v
tomto priklade rozmer len 3. (sucet vietkych podpriestorov mé byt 3). To znamena,
7e uz vieme presne povedat bez dalsieho ratania ako bude vyzerat matici A podobna
matica J v Jordanovom kanonickom Tvare.(Naozaj to vieme len $pecidlne pre matice
s rozmerom 3 alebo pre dvojnésobné korene, pretoze pri va¢sich rozmeroch matice A
jedno vlastné ¢islo(viacnasobny koreii char. rov) moze byt vo viacerych Jordanovych
bunkéch a nevieme vopred na tomto miesto povedat rozmer kazdej bunky z nich. To

vieme az neskor.):

2
J=10
0

o w O

0
1 (53)
3

Zostéava urcit maticu prechodu P. Za vlastné ¢islo 3 hfadame do matice P eSte jeden
vektor u. Nieco podobné, ¢o sme uz skor robili v priklade ¢islo 2 urobime aj tu:
Nech P = (vy,v9,u), kde v; (v tomto priklad v; = (1,0,1)T je vlastny vektor ktory
prislticha vlastnému &slu A\; (tu Ay = 2 ), vy (tu vo = (1,0,2)7) je vlastny vektor
ktory prislicha vlastnému ¢slu As (u nds Ay = 3) a u nech je hladany tzv. "zovse-
obecneny"vlastny vektor. Z vety vieme, ze A = PJP™! teda, ze AP = PJ, ked
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rozpiSeme tato rovnost po stlpcoch , do nematicové zapisu a vezmeme horeuvedent
maticu J, tak v naSom pripade: (Avy, Ave, Au) = AP = PJ = (Ajvy1, Agvg, U + Au)
Porovnanim prvych dvoch stlpcov tiplne na I'avo a tplne na pravo nedostavame ni¢
nové, ale porovhanim tretich stipcov na tplnych koncoch rovnosti dostavame uzitoé¢-
nt rovnost Au = vy + Agu. Teraz podobne ako v priklade ¢.2 doplnenim jednotkovej

matice I na pravia stranu a prehodenim na lavi stranu dostéavame:
(A — I)\Q)U = V2 (54)

Matica Ay a prava strana rovnice v, sl uz zname, takze sme dostali singularnu linedrnu
stustavu s nenulovou pravou stranou, ktorej rieSenim je zovSeobecneny vlastny vektor

u. Tuto singularnu ststavu vyriesime standardnym spoésobom ako v priklade 1.

—2 2 1 10 —1/2]1/2
(Bslva) =(A=3Ilw)=] 0 0 0]o0 m<0 R 1) (55)

-2 =3 1|2

ak hl'addme rieSenie v tvare u = (1, s,t)7, berieme volny parameter t, potom rieenia
dostavame v tvare : u = (1/2,—1,0)T +#(1/2,0,1)?, teda z afinného podpriestoru
(pozri priklad 1): w € (1/2,—1,0)T + [(1,0,2)"] Tak ako sme brali Iubovolny (no
najcastejsie pekny) vlastny vektor z vlastného podpriestoru, tak aj tu si vyberie-
me [ubovolny zovSeobecneny vlastny vektor u z afinného podpriestoru: Napr. pre

parameter t=1, mame u = (1, —1,1)7 TakZe matica P bude

11 1
P=|o0o0 -1 (56)
12 1

K matici P ndjdeme inverznti P!, potom jeden rozklad matice A = PJP~! bude

1 -2 1 11 1 200 2 1 -1
A= 0 3 0fl=]100 -1 0 3 1 -1 0 1 (57)
-2 -3 4 1 2 1 00 3 0 -1 0

Iny rozklad matice A dostaneme ak za zovSebecneny vlastny vektor vezmeme len

aditivny vektor v = (1/2,—1,0)7 v afinnom podpriestore (teda polozime t=0):

1 -2 1 11 1/2 2 0 0 2 1 -1
A= 0 3 0o |l=]l00 -1 0 3 1 -1 -1/2 1 (58)
-2 -3 4 12 0 00 3 0 -1 0
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Keby rozmer jordanov bloku bol vacsi ako 2 ,tak dalSie zovSeobecnené vektory pre

dany blok sa hladaju rieSenim singularnych sustav:

(A=XNDuiz = uis (60)
(A=ANDuia = ui3 (61)

(u uz mame najdené) Teda vzdy na pravi stranu dame zovSeobecneny vlastny vektor
néjdeny ako riesenie v predoslej stustave. Ak preznac¢ime vlastny vektor v; ako u; a
vektor u prezna¢ime ako u;; a ozna¢ime maticu B; = A — \;I, tak potom hladanie

vektorov do matice P za Jordanov blok J; je rieSenie zretazenych ststav, ktoré rieSime

postupne:
Bijujo =0 (62)
iU 1 = Ug0
B 7 7 63
Biul'72 = U1 (64)
(65)

Kazdy vlastny vektor (ako prvok jednorozmerného alebo viacrozmerného podpriesto-
ru) mé z definicie tu vlastnost, Ze sa zobrazi maticou A do svojho nasobku. Linearny
obal [vy, v, ...ug] vlastnych vektorov prisltchajtcich tomu istému vlastnému ¢islu sme
nazvali preto v priklade 2 vlastny podpriestor. Zovseobecnené vlastné vektory nema-
ju tu vlastnost, Ze sa zobrazia do svojich nasobkov. Napriek tomu linearny obal jedné-
ho vlastného vektora a zovSeobecnenych vlastnych vektorov U = [u; o, w1, Ui 2.... % 4,
(konrétne v tomto priklade U = [(1,0,2)7, (1, —1,1)7]) prislichajtcich tomu istému
Jordanovému bloku J; ma isti $pecialnu vlastnost a to taki, ze kazdy vektor z tohto
obalu U sa maticou A zobrazi do toho istého obalu U a nikdy nie mimo tohto obalu.
(Napr. v tomto priklade vektor (1,0,1)7 a jeho nasobky st mimo obalu).Formélne
zapisané: Vo € U : Az € U alebo

AU CU (66)

Definicia:Kazdy vektorovy(=linearny) podpriestor U, pre ktory AU C U
sa nazyva invariantny podpriestor zobrazenia A. Invariantny znamené asi z
latin¢iny nemenny, tu sa mysli zobrazenim nemenny. (No uZ je tych (pod)priestorov

nejako moc, v8ak!:linearny podpriestor,podpriestor rieSeni,vlastny podpriestor,afinny
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podpriestor,invariatny podpriestor) Kazdy vlastny podpriestor je zrejmé aj invariant-
ny. Dokonca aj kazdy podpriestor vlastného podpriestora je invariantny. Takze vlast-
ny podpriestor je Specidlny pripad invariantného podpriestora. Za kazda Jordanovy
blok méame jeden invariatny podpriestor. Cely priestor sa nam rozloZi na tolko in-
variatnych podpriestorov, kolko je Jordanovych blokov v matici J.(V tomto priklade
st to dva bloky, jeden blok mé rozmer 1x1 a druhy mé rozmer 2x2) Poznanim in-
variatnych podpriestorov zobrazenia sa da lepsie nahliadnut, ¢o robi celé zobrazenie
maticou A. Spravne teda tloha na diagonalizaciu ma zniet: najdite spektrum matice
a vSetky jej invariantné podpriestory.

Matice na precvicovanie diagonalizacie si mozete vymyslat aj sami, zvolite si hocija-
ka maticu J,zvolite si nejaku regularnu maticu P, ktord ma aj jednoduchi inverznu

maticu P~! a vyrobite si A = PJP!

Priklad ¢. 6 Diagonalizacia symetrickej matice s viacrozmernym vlastnym podpriestorom.
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Priklad ¢. 7 Diagonalizujte kvadraticka formu K(z,y,2) = 222 + 4y* + 22% — 4oy + dvz — 2y2
lagrangeovou a maticovou metoédou a najdite maticu prechodu RieSenie: Biline-
drna forma je: B(Z,y) = B2 Kvadratickd forma je: K(Z') = B(Z,7)
Definicia:Hovorime,Ze dve matice A,B su konkgruentné ak existuje takd reguldrna
(det(P) # 0) matica P, e A = PBPT. (Vimnite si rozdiel s definiciou podobnosti
z prikladu 2: A,B si podobné ak existuje takd reguldrna matica P,7e A = PBP™1)
Diagonaliziciou kvadratickej formy rozumieme ndjst, také P a takd konguentni dia-
gondlnu maticu D, e A = PDPT. Pri tejto diagonalizdcii(na rozdiel od "vlast-
nej"diagonalizdcii v priklade ¢é. 5) stdle existuje diagondlny tvar. Lagrangeov rozklad:

Prislusny maticovy zapis kvadratickej formy je:

2 -2 =2 T
K(z,y,2) = ( Ty z ) -2 4 -1 y (67)
-2 -1 2 z

Priklad ¢ 8 Najdite hlavné a vedl'ajgie poloosi elipsy 2% + 2xy + 3y? = 1
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