ALGEBRA

P1
Def Nech ¢: V(F)—>W(F) je lin. zobr., potom
a) Jadrom l. z. ¢ nazyvame mnozinu Ker ¢ = J¢ = { ae V(F), op=2 }
b) Obrazom l. z. ¢ nazyvame mnozinu Im ¢ = 0@ = {Be W(F), 3 aeV(F), 09 = }
Lema Nech ¢: V(F)—>W(F) je lin. zobr., potom J@ je vektorovy podpriestor vekt. priestoru V(F)a O je vektorovy
podpriestor vekt. priestoru W(F).
Veta Nech V(F) je n-rozmerny vektorovy priestor a ¢: V(F)—>W(F) je linedrne zobrazenie, potom DIM(J¢)+DIM(O@)=n.
Dasledok Nech A je matica nad polom F, potom h(A)=h(AT),

Skalarne siciny a euklidovské priestory.
Def Nech V(R) je vektorovy priestor nad polom redlnych ¢isel, potom funkciu g: V(R)x V(R)— R nazveme
skalarnym sudinom, ak
1) Vo.pe V(R), (op)g =(B.og
2) Va.p.yeV(R), (o.p+y)g=(aB)g+(ny)g
3) Va.pe V(R),VceR, (co,p)g=c(a.P)g
4) YaeV(R), (0,00)g20 A (0,0)g=0 < 0=D.

P2
Lema (Schwarz-Cauchy Bulakovska) Nech g je skalarny sic¢in vo vektorovom priestore V(R), potom
voBe V(R) | ()] < Vioog * V(B.p)g. )
Def Nech g je skalarny su¢in vo vektorovom priestore V(R) a nech o,fe V(R), potom dlzkou vektora a v skaldrnom
sucine
g nazgvame cislo || o ||y = V(oLo)g. Ak o # @, P # @ tak hovorime, Ze ge <0,pi> je uhol medzi vektormi a, B ak
cosg= (Bl o llg I B g )-
Def Nech g je skalarny sudin vo vektorovom priestore V(R), potom a.,pe V(R) nazyvame kolmé vektory, ak (o f3)g=0 (o)
Veta Nech g je skalarny sucin vo vektorovom priestore V(R), potom plati
a) VaeV(R),VeeR|[c.allg=c.[lallg,
b) VoaeV(R), || oy 20 ak a0,
o) VopeVR), [ (aBgl<Ilollg* I Bllg,
d) Vo,Be VR), [l o+ llg <[l llg+ 1l B llg. (Trojuholnikovéa nerovnost)
Def A k g je skalarny si¢in na vektorovom priestore E, hovorime, Ze (E,g) je Euklidovsky priestor.
Def Nech (E,g) je Euklidovsky priestor.Nech M je podmnozina E. Potom ortogonalnym doplnkom mnoziny M
nzgvame mnoZinu M'={ae E, VBeM je oLp}.
Veta Nech (V(R),g) je Euklidovsky priestor. Nech M, N st podmnoziny E a S, T su podpriestory V(R), potom
a) M je podpriestor vektorového priestoru E,
b) ak McN, tak N'cM",
¢) (S+D'=S"MT-
Def Vektory al, 0.2,..., an z euklidovského priestoru (E,g) nazyvame ortogondlne, ak Vi,je N plati (ai,oy)g=0, i#j.
Veta Nech al, 02,..., on st nenulové ortogonalne vektory v euklidovskom priestore (E,g), potom a1, &2,..., on st LN.
Def Nech (E,g) je euklidovsky priestor A al, 02...., an € E, hovorime, Ze al, 0.2...., on si ortonormalne ak
VijeN plati (oi,0)g=0 ak i#j
=1 ak i=j. Ak ortonormdlne vektory al, 0.2,..., on tvoria bazu (E,g), tka hovorime, Ze
al, 02,..., an tvoria_ortonorméalnu bazu.
Veta (Gramov- Schmidtov ortogonalizacny proces) Nech ul, u2, ..., uk su LN, potom existuju ortonormalne vektory
vl, v2, ..., vk, tké, Ze [ul]=[v1]
[ul, u2]=[vl, v2]

[ul, u2, u3, ...,uk ]=[vl, v2, v3, ..., vK].
Daosledok Nech (E,g) je euklidovsky priestor. Nech S je kone¢norozmerny podpriestor (E,g),0€ E, potom existuji
vektory PeS aye S*také, 7e a=p+y.

Veta Nech (E.g) je euklidovsky priestor. Nech S je kone¢norozmerny podpriestor (E,g), potom

a) E=S®S",

b) Ak E je konecnorozmerny,potom (S* )" =S,

¢) AKkE je kone¢norozmerny a T je podpriestor E, potom S* +T" =(S+T)".
Veta Nech (E,g) je euklidovsky priestor. Nech B1, B2, ..., Bn je bdza pristoru E. Nech 8, y st [ubovol’é vektory z E, nech



8 =d1B1+ ...+ dnPn, y=c1B1+ ...+cnPn. Potom (y, 8)g = c1d1+ ...+cndn prave vtedy, ked B1, B2, ..., Bn je
ortonormadlna bdza pristoru E.
Veta Baza al, o2, ..., on je ortonormalna prave vtedy, ked’
(clotl+ c202+ ...+ cnom, dlol+ d202+ ...+ dnon)g = c1d 1+ c2d2+ ...+ cndn.
Def Euklidovské priestory (E,g) a (E”,g") sa nazyvaju izomorfné, ak existuje zobrazenie @ : E — E’také, Ze ¢ je
izomorfizmom
vektorovych priestoorov E a E’a pre kazdé a, B € E sa (a, B)g = (a9, po)g".
Veta Dva kone¢norozmerné euklidovské priestory su izomorfné prave vtedy, ked” maju rovnaki dimenziu.

Kvadratycké formy

Def Kvadratycka forma premennych x1, x2, ..., xn nad polom F je zobrazenie typu
x = (x1, x2, ..., xn) — (Xi,j : 1 po n) aij.xi.xj, 7??7?
Veta ...7777
Veta (Jaccobi, Lagrangue) Nech X aij.xi.xj je kvadrtatycka forma nad polom F (t. j. , aij € F) pricom v F plati 1+10.
Potom existuje substiticia z1 = pil x1 + ...+ pin Xn také, Ze X aij.xi.xj =z1"+ ..+ 2zi “ - z(i+1) " - .- zr 2
Metdda ,,prevodu” formi X aij.xi.xj na tvar 214 zi” - z(i+1) oim? pomocou dopliiovania na Gplny Stvorec sa
nazyva Lagrangeova metdda.
Veta (Sylvesterov zakon zotrvacnosti ) X aij.xi.xj je kvadratycké forma nad polom F (1+10). Nech Q, R sti dve substiticie
(t. .Y =X.Q Z=XR),také, 7e T aij.xi.xj = y1+ ..t yi > -yz(i+1) - o yr 2= 2124 b zi 2 2(i+1) 2~ o 2q .
Potomi=j, r=q. (<-- vyjde rovnaky pocet nul respektyve jednotiek na diagonale pri oboch substiticiach) .
Def Hovorime, Ze kvadratycka forma g(x1, ..., xn) = £ aij.xij , alebo symetricka matica A = |[aij|| nxn j&
a) kladne definitnd ak pre X = (x1, ..., xn) # & je g(x) > 0, pripadne X A x>0 s
b) kladne semidefinitnd ak pre X = (x1, ..., xn) je g(x) 2 0, pripadne X A x'20 s
¢) zdporne definitnd ak g(x) <0, X A X' < Oak X#J,
d) zdporne smidefinitnd ak g(x) <0, X A x'<o0.

Veta



